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iDe que se trata la optimizacién ergddica?

Sea (X, T) un sistema dindmico y ¢ : X — R un observable
semicontinuo por arriba.

p € M7(X) es maximizante para ¢ si
d =¢:= ) di(
/X 6 dp(x) = 3= max / 6(x) dv(x

Preguntas bdsicas:

@ ;Cudles son la medidas maximizantes para un ¢ dado?
@ ;Cémo cambia este conjunto con ¢?

@ ;Cémo cambian el soporte y la entropia de las medidas
maximizantes con ¢?
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Algunos resultados

Sea Mmax(¢ —{,LLEMT L P = fx x)}

Teorema

Si X es un espacio métrico compacto, T : X — X es
continua, y ¢ : X — R es semicontinua por arriba, entonces

® Mmax(9) # 0.
® Mpax(¢) es un simplejo (simplex) de Choquet.

o Los extremos de Mmax(¢) son todas la medidas
ergodicas de Mmax (o).
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Algunos resultados

Teorema

Si X es un espacio métric compactoy T : X — X es

continua, entonces U := {¢p € E : #Mmax(¢) = 1} es denso
en CO(X).

Teorema

Sea X es un espacio métrico compacto y T : X — X una
transformacion continua. Para cada conjunto cerrado de
medidas ergédicas € C M (X), existe ¢ € CO(X) tal que

M max(¢) = Hconvex(g) .
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Estados de equilibrio

Para ¢ : X — R semicontinua por arriba y 3 € RT definimos

log N
P(B ¢)) = ||m ||m SUp L(H,E), dOnde
e—=0 pnosoo
N(n,e) = max 3 ef N 00T ),

E — d
es (n,e)—separa °\CcE

El simplejo de estados de equilibrio correspondiente es:

Eq(89) := {ueMT(X): P(86) = 5 | o) du(x)+h(u)}.
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Medidas limite

Teorema

Para ¢ : X — R semicontinua por arriba tenemos

/ o(x) dv(x) + Q < %,

para cadav € My(x) y > 0.

Sea (n)nen una secuencia divergente y para cada n € N sea
fin € Eq(Bnd).

Corolario

Si (pn)nen converge, entonces limp_so0 ftn € Mmax(@).
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Observables de rango finito en subshifts

De aqui en adelante:
@ X es un subshift transitivo de tipo finito en el alfabeto A.
o T : X — X es el shift a la izquierda.

o El observable ¢ : X — R es de rango finito, i.e., existe
reNtalque x_, - x, =y -y, = o(x)=o(y).

Proposicion

Para X, T y ¢ como arriba, y para cada 3 € RT,

Eq(B¢) = {ups}-

Mas adn, pige es una cadena de Markov de 2r pasos de
memoria.
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Teoria de funciones subanaliticas

Teorema (Brémont 2003)

Si X es mezclante, entonces

* = |im existe.
Hy = fim gy e

Ademas #{,uj; : ¢ is of range r} < oco.
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M nax(®) para ¢ de rango finito

Para ¢ de rango finito tenemos que

Xinax(?) 1= U Munae(¢)SUPP (1)

es un subshift de tipo finito no necesariamente transitivo.

En este caso

Mmax(¢) = Hconvex(ﬂb M2, ... ,,U,N),

donde 1 denota la medida de entropia mdxima para el subshift
transitivo Xx C Xmax(®), ¥ Xmax(¢) = I_If(Vlek.
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Ruelle—Perron—Frobenius y la dindmica inducida

Para ¢ : X — R Holder continua y para cada 8 > 0,

Eq(8¢ + ) = {upg+v}-

Teorema (Leplaideur 2006)

Si ¢ es de rango finito 1 : X — R es Holder continua,

entonces fiy, ;= liMg_,o0 g4y existe. Ademas
N
Hgap = Z Ch Hap,k
k=1

donde {jiy k} = Eq(¢|Xx), y ck = O siempre que
P(¢|Xk) < P(¢|Xmax(¢))'
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Convergencia una vez mas

Si ¢ y 1 son de rango finito entonces

N

Hoy = Jim pigg4y = >k bk
k=1

Teorema (Chazottes, Gambaudo, U. 2010)

Los coeficientes ci en la descompsicion de la medida limite se
pueden calcular por medio de un algoritmo recursivo. Mas
aun, existe By y C > 0 tal que

|g+plx0 - Xn] = Cipipklxo - xa]| < €€

para cada 3 > By y todo x € X tal que [xg - - - xn] N Xy # 0.
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Renormalizacién

Xmax(d)) = U,uGMmax(tb)supp(:U’) = I—lllyzl)_(k'
Xk es una “componente pesada” si P(¢|Xx) = P(¢| Xmax()).

Sea N, el nimero de componentes pesadas. En A" =
{1,2,..., Ny} definimos el subshift transitivo de tipo finito
X' c AL

f\ﬁ

Definimos también ¢, v : A’
A" — R maximizando P(1

la suma
Zqﬁ oT".
n
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El algoritmo

Entrada: X C A%, ¢y .

Q@ Calcule Xmax(¢) = UY_ X

@ Si P(¢|Xy) < P(¥|Xmax(¢)), entonces ¢ = 0.

@ Renormalicacién: Calcule X € A%, ¢/ y ¢/, y a partir de
ello Xmax(¢') = UM, X' y A”.

Q Si ke Al es tal que [K]N ( N‘f’/X’ > = (), entonces
Ck = 0.
De otra forma ¢, =

I
G

@ Repita lo pasos de (1) a (4) con entrada X' C A%, ¢ y
', y de ahf calcule c/.

X iy j[k], donde A” 3 j > k.
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Un baricentro irracional

X =1{a,b,c,d}?, ) =0y

N = = O
N R O

1
1
1
1

OO NN

En este caso Xmax(X) = Peri(X) := {a, b, c,d}, entonces

lim Hap = C10a + C20p + €30¢ + Cadyg.-
B—o0
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Un baricentro irracional

El subshift renormalizado X’ se define por el grafo

3—®

Cf)\
.

con ¢'(k,j) =1y ¢'(k,j) = 0.
Solo hay una componente pesada, por lo tanto

: Sat  (p—1)%5 (p—1)%6q
lim = -+ —+ ,
potool P T 24— p) T 24— p) | 20%(4 - p)

donde p = 3(1 + 2v/10 cos(3 arctan(3v/111))).
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Renormalizacién en dos pasos

X =1{a,b,c,d,e}?, p =0y

0413 4
10433
b=14 10 3 3
4 4 4 0 1
34410

En este caso Xmax(X) = Peri(X) := {a,b,c,d,e}, por lo
tanto

lim Uiy = €10a + C0p + C30¢ + €404 + C504.-
B—00
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Renormalizacién en dos pasos
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Renormalizacién en dos pasos

o=o%

Tenemos
1/ _ — 00 _1 /4 _ —Oo0 O
o= <—1 —2) v = <Iog(5) Iog(3))°
Finalmente

. 5a oy 5b = 5c 6d F 5e
— + .
B—+o0 6 4
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Comentarios finales

@ Hay un observable Hélder continuo ¢ tal que (u5¢)5>0 no converge
cuando 8 — oo (Chazottes—Hochman 2010).

@ En dimensiones mayores hay un observable de rango finito ¢ tal que
(1184) g~ MO converge cuando § — oco.

@ La convergecia depende de la estructura de Xmax(¢).

@ Ademas de la renormalizacién, la prueba de nuestro resultado se basa
en aproximaciones al estado de equilibrio por medio de medidas con
soporte en Orbitas periddicas. Es aqui donde aparece el
Perron—Frobenius refinado.
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iMuchisimas Gracias!
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