
Mecánica Estad́ıstica
de Sistemas en Red

Edgardo Ugalde

Instituto de F́ısica – Universidad Autónoma de San Luis Potośı
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el “sistema f́ısico”

espacio f́ısico Zd (u otra red regular)

configuraciones campos ω : Zd → E
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el “sistema f́ısico”

espacio f́ısico Zd (u otra red regular)

configuraciones campos ω : Zd → E

interacciones funciones φΛ : EZd → R
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modelos tipo ising
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φ{x}(ω) = −h ε(ω(x)) ∀ x ∈ Zd

φ{x,y}(ω) = −J δω(x),ω(y) ∀ x, y ∈ Zd t. q. |x− y| = 1

φΛ(ω) = 0 ∀Λ ⊂ Zd t. q. |Λ| > 2



el hamiltoniano

Para cada volumen finito Λ ⊂ Zd

Hφ
Λ(ω) =

∑
Λ′∩Λ 6=∅

φΛ′(ω)

Caso tipo Ising

Hφ
Λ(ω) = −h

∑
x∈Λ

ε(ω(x))− J
∑

{x,y}∩Λ 6=∅
|x−y|=1

δω(x),ω(y)
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la probabilidad

Para cada volumen finito Λ ⊂ Zd

y para cada configuración externa η ∈ EZd\Λ

µβφ
Λ (ω|η) =

e−β Hφ
Λ (ω×η)

Zβφ
Λ (η)

Zβφ
Λ (η) =

∑
ω′∈EΛ

e−β Hφ
Λ (ω′×η)
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la o las medidas de gibbs

La medida de probabilidad µ en EZd
es un medida de Gibbs si para

cada Λ ⊂ Zd y ω ∈ EΛ,

η 7→ µ(ω|η) :=
e−β Hφ

Λ (ω×η)

Zβφ
Λ (η)

es la probabilidad condicional respecto a µ, de que el interior
coincida con ω ∈ EΛ, dada la configuración exterior η.

O bien, si existen constantes Cβφ > 0 y P := P(βφ) ∈ R tales que

e−|∂Λ|Cβφ 6
µ([ω])

e−β Hφ
Λ (ω×η)−|Λ|P(βφ)

6 e |∂Λ|Cβφ ,



un potencial termodinámico
La segunda presentación puede interpretarse como

µ([ω]) ' e−β Hφ
Λ (ω×η)−|Λ|P(βφ)

donde

P(βφ) = lim
Λ↑Zd

logZβφ
Λ (η)

|Λ|
sin importar la configuracion externa η.



el simplex de medidas de gibbs

Dada la interacción φ

- β

?

G(β)
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G(β) es un simplex



principio variacional
Suponiendo que

• φΛ+x = φΛ para todo x ∈ Zd (invariancia por translación)

•
∑

0∈Λ ||φΛ|| < ∞ (regularidad)

entonces
P(βφ) > s(ν)− β Eν(uφ)

para toda medida de probabilidad ν invariante por translación.

Aqúı

s(ν) := lim
Λ↑Zd

−1

|Λ|
∑

ω∈EΛ

µ([ω]) log µ([ω])

uφ(ω) :=
∑
0∈Λ

φΛ(ω)

|Λ|



estados de equilibrio
La medida de probabilidad µ invariante por translación es un
estado de equilibrio si

s(µ)− β Eµ(uφ) = P(βφ)

Toda medida de Gibbs es un estado de equilibrio, E(β) ⊃ G (β)

- β

?

E(β),G(β)
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descomposición ergódica
El conjunto de estado de equilibrio E(β) es un simplex y sus
extremos son medidas ergódicas respecto a las translaciones.
Tenemos en particular que

µ :=

∫
EZd

µω dµ(ω)

para toda medida de probabilidad µ ∈ E(β).
Aqúı µω ∈ E(β) es la medida érgodica para la cual la configuración
ω es t́ıpica.
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µω1

µω2

µω3

µ

E(β) µ =
∑3

i=1 αi µωi

αi ∈ [0, 1],
∑3

i=1 αi = 1



región de unicidad (dobrushin 1968)
Interacciones regulares, invariantes por translación

Hφ
Λ(ω) = −h

∑
x∈Λ

φx(ω)−
∑

Λ′∩Λ 6=∅
|Λ|>1

φΛ(ω)

-

β
6

h

βc

h = hc(β)

&
Si β < βc o h > hc(β)

entonces |E(β, h)| = 1



transición en dimensión 1 (dyson 1969)

Hφ
Λ(ω) = −

∑
{x,y}∩Λ 6=∅

δω(x),ω(y)

|x− y|α

-

β
6

α21

β = βc(β)

%
(((((((((

Si β < βc(α) o α > 2

entonces |E(β, α)| = 1

de lo contrario

dim E(β, α) = |E | − 1



pirogov–sinai 1974–1975

Supongamos que el ḿınimo de enerǵıa se logra en un conjunto
finito κ := {ω1, . . . , ωk} de configuraciones invariantes por
translación.
Ciertas condiciones de estabilidad implican la existencia de βc > 0,
y para cada β > βc medidas ergódicas µω1 , . . . , µωk tal que

E(β) =

{
k∑

i=1

αi µωi : αi ∈ [0, 1],
k∑

i=1

αi = 1

}



pirogov–sinai 1974–1975
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la fase asociada ωv (x) = u
es el único estado de gibbs µ tal que

µ(ω|ωv ) =
exp

“
−β Hφ

Λ (ω×ωv )
”

Zβφ
Λ (ωv )
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la fase asociada ωv (x) = u
es el único estado de gibbs µ tal que

µ(ω|ωr ) =
exp

“
−β Hφ

Λ (ω×ωr )
”

Zβφ
Λ (ωr )



comentarios

• Existencia y unicidad de ĺımite termodinámico

• Diagramas de fase

• Propiedades estad́ısticas de las fases

• Equivalencia de ensembles



proyectos

• Existencia del ĺımite de temperatura cero limβ→∞ µβφ

• Velocidad de aproximación

µβφ
Λ → µβφ

versus coexistencia de fases

• Cuasi–cristales como medidas de equilibrio para β = ∞



¡muchas gracias!

Presentación en ĺınea
http://www.ifisica.uaslp.mx/~ugalde
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